L'attraction de la couche sphérique et le monde quadridimensional.
Par D. Mordoukhay-Boltovskoy (Rostow D.).

§ 1. Cette note donne la solution du probléme sur D'attraction du point maté-
riel par une couche sphérique, ' '

Elle trouve la loi de la force centrale pour laquelle Paction sur le point enté.
rieur est nul et sur le point extérieur est telle comme si la masse de la couche
etait toute entiére condensée en son centre.

La méthode est différente de celte qu’on trouve dans la Mécanique Céleste de”
Laplace, Le probléme est discuté dans P’espace euclidien de m dimensions. '

Cette généralisation du probléme de Laplace peut avoir quelque valeur pour

’examination de la possibilit¢ de l'insertion du monde tridimensional, comme un
élement dans un monde euclidien de dimension supérieur. Lgs résultats obtenus
montrent 'impossibilité d’établir quelques analogies les plus naturelles dans le monde
quadridimensional, qui embrasse le monde tridimensional,
" La couche hypersphérique (et aussi la hypersphére) dans I'espace quadridimen-
sional n’attire le puint comme si toute la masse était condensée bans-le centre,
que dans le cas de la force centrale qui agit en raison inverse du cube de la di-
stance, c’est a dire différent de la force newtonienne.

§ 2. Cherchons la loi suivant laquelle doit agir la force centrale ne depen-
dante qui de la distance dans Pespace euclidien de m dimensions, pour que
la couche hipersphérique n’exerce aucune action sur le point intérieur?

Par hypersphére de m dimensions je comprends le lieu géométrique dans I’espace
de m dimensions des point également distants du point déterminé (centre).

Si le centre est dans O (origine de coordonnées), I’équation de la hypersphére
est la suivante: ’

X2+ X2 A e X2, =12 (1)
La hypervolume de la hypersphére @ s’exprime par I'intégrale de Dirichlet:
' 2™ [dx, dxy ... dx,,
qui s’étend a I'étendue

Xt x4k <n?
x;>0,
et dont la valeur est la suivante:
m
wz r® 2,
V =———- (2)

il

Nous obtenos dans I'espace de m dimensions la couche hypersphérique infiniment
mince, en prenant sur les rayons dirigés aux points de la hypersphére des seg-
ments infiniment petits dr.

Mécanique Celeste, t. 1, ch. Il
Juillien. Problemes de Mécanique rationelle. Paris, 1837. T. 1, p. 57— 2.
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Si r est le rayon de la couche, nous avons pour la hypervolume de la couche o

ey ded m=% r" dr

]

Pcur hypersurface de la hypersphére £ nous avons

m

m_ mey
Si—lm 4V _ mm2 1 3)

ar dr — m
)

En désignant par ¢ langle, que ia droite Mm menée de M & un élement infini-
ment petit de m de la couche fait avec MO et en remarquant que toutes les com-
posantes perpendiculaires 4 MO doivent s’anéantir en vertu de la symmétrie de la
hypersphére par rapport & MO, nous obtenons que la résultante est dirigée sur
OM et s’exprime par la formule suivante:

Pdr=3 Ek2 S.—1f(r) cos or db, (3)

ou
m—1
5 (m— 1)1t 2

m—+1
(=3)
— k% f(u) étant la force qui agit sur unité de la masse r —rayon de_la hypersphére,
En effet, 4 un systéme des valeurs (6, @) correspond la couche hypersphérique

(m

omy de m—1 dimensions dans le hyperplan perpendiculair 4 OM qui forme la
base du hypercone aves le sommet dans le centre 0.

Cette couche représente aussi la base de I'anneau Am de m dimensions de
I'épaisseur dr. Pour déterminer la hypervolume de Am, il faut multiplier Ia hyper-

surface Sin—yy de la couche w(m—; de m—1 dimensions sur £, par son épais-
seur dr, que I'on mésure perpendiculairement 4 deux hypersphéres @, _, qui limi-
tent cuﬁ,’,"’_l.

On obtient '™ en rassemblant les élements infiniment petits avec les bases égales
a la hypersurface de £, ; — S, _, et I'épaisseur rd9.

Le hypervolume de A,

Vp1=Sms dr==S,_ r dd dr.

En vertu de la formule (3)

Pdr—— K2 ™1 dr S"f(u) sin™29 cos df, (4)
0

m—1
s 0 (m—Nri "

G

Enfin p=r sin 6, parce que p est la projection de r sur le hyperplan de 2, ;.
En posant Mm =u, Om=r, OM=c on obtient de A OmM:
u__sinb ¢ sin(b+9)

r osing' ¢ sin @
; c—rcos
/ d ou ct = ——
f EP="rsing ’
c—rcosf
Cos @ =

Ve r—2crcost’

6 Harecrun ¢uB.-MaT. 0-ba,



— B
u?=c® | 2 — 2crcos 9,
Pdr=Edr j"ﬁ fWV 22 — 2¢rcos 8) (¢ — rcos 8) sin™—2 8 db,

9 Vet rr—2creos 9
en posant encore

x=rcos8, sin 6= (1— x2)'h, t='27'

m—t |

E= _(rn——"l_)i ak22 rm—‘l
r(mt1 '
¢ 2 =) &

m—B8

Pdr=ES+lf('__‘ Vo (t_ﬁ(l — X dx,
-1 Ve
=1-|1¢—2x,
En vertu de la condition du probléme posé
m—8 v
j’*"f(rVﬁ) (tE—x)(1—%)"% dx__, 5)
—1 | /400) '
pour toutes les valeurs de (7, c).
Pour la fonction f (z) nous posons maintenant la restriction trés naturelle que
f (u) est pour u=0 algébroide. '
Sans doute toutes les opérations de Laplace supposent aussi quelques proprietés
générales de f (u).
Toutes les déductions subsistent aussi en cas des conditions qu’on deit supposer
pour le développement de Laurent, c’est a dire, quand f (z) est holomorphe dans
I'anneau circulaire avec le centre en u=—0 et méme, quand on enléve la mono-

dromité en supposant que les contours fermés dans I’anneau raménent f (¥) a4 un
nombre fini des valeurs,

Nous avons

J=—

F () =2 A; ur 6)
=—p P .

pour |u|<Cu, ou
& i
F) :2 A; 0% ™
. P

j=—w

En introduisant ces développements dans (5) nous obtenous identiquement par rap-

port 4 r
J
2 B;rr,

B,—-——O,

P

B |~

ou

m—3
HE—x)1 —x 2 dx

—J—zs—-I.
D




En remarquant que

1
— =X+ X1 t+ X, 2
Ve T
ou
X0=1, Xy = X X9 —3/4x2 1/2, X3=-5/2x3_3/2x’

5.7 3-5 1-3
Xo=gg ¥~ ¥t

sont des polynomes de Legendre et

1
T E— g —Xe+sXeT Xt ke T Ko )+
t—x _
AT Ay = Ko r— X X =X —

K X:—le_{_"is__' Xo? Xy2 > cx — s Xt Xl]t2+...=

— YO( )+Y1(5Jt+ Yg(s)' t2 +...,
Yégalité

m—3
5‘ Yo (1 —x2) 2 dx=0
-1

est satisfaite identiquement, parce que Y (= .x est impaire.
Nous avons encore

b ™

+1 m—3 2 . 2
S 1 (— s+ 1)(1-—x8) 72 dx=— ZSJQ0 cos? @ sin™~? pdo + 2 g sin™2 ody.
- JO
En profitant les formules

1-3.26—1 =

2 2k 2’
T ey 2-4..2k

j sin xdx__—————1 3. 2R

0

o l\?‘ﬂ

sin* xdx =

A

nous obtenons la solution unique

Ss=m.
Dans le developpement
(V9
k Ve
nous n’'avons qu'un seul terme
A_(s—1)

PR
Damc

f@) =

c’est 4 dire que Ja couche hyperspherzque exerce une action (sur chaque
point intérieur et pour chaque rayon de la couche) sealement potir la force inver-
sement proportionnele d (m—l )—iéme puissance ‘de la distance.

§ 3. Voyons encore dans quels cas P'action sur le point extérieur s raméne 2
'action de la masse de la couche condensée ‘dans son centre?
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En remarquant que ¢ > r nous profitons le développement

 (MYFEVITE—28) (1 — xt) (1 — )T
P 3 ]
ar —1 12— 2¢x ‘ ax.

par puissance = % <1

Selon la condition

m—8
PFEV Q) Q—x) (1—x) T
i Ve
Q=141 —2¢x,
ou f(u) est définie par les développements (6) ou (7), d’ou

m—3

S+1 A—xt) 1 —xn 3

dx =2f(c), (11)

o =R, (12}

~1

ou & ne dépend pas de .
En remarquant que
! gs/’:t —ZO L 2Ot 2O P,
Z) = Xy,
Z\) = s X1 X1 — x X',

Z2(S) = S‘Xvo'w_l X2 + S(~5:l——'2].) Xos_2 X],2 - SXOS_] Xl X,

gl
Z,®dx = 0, parce que Z,¢¥) est impaire.
-1

+1 S +1 m—3 - m—3
L’équation j Z;) dx = ?[ SS x2(1 —x?) 2 dx— (1—x)= dx}=
—1 -1 -1
s[s '

nous donne deux solutions

d’ol on obtien
B
fy=Aut 7. (14)

En introduisant la restriction naturelle que pour u = oo la force est nulle, nous
parvenons au résultat suivant:

La force agit en raison inverse au (m=1)— iéme puissance de la aistance:

B 7

f)= . (+)

§ 4. 1l est intéressant d’étudier le mouvenient de la planéte sous laction de la
force newtonienne dans I'hypotése que la planéte représente la section d’une hy-

persphére (hyperplanéte) de 4 dimensions par le hyperplan,
Nons avons alors:

— p2E +1 (1 — — x2)!
Pdr=—£—6r3l hj (—=x)(1 x)fdx

. !_,3/’ ’ (1 5),'

h = 4rdr,
1—xt
o, = 1--2xt+4-%/,(3x2—1) 2 +...
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et jusqu’a £
242
P_C_“au—a/atz) (16)

i t:—.
c
L’attraction du point par la sphére o, du rayon p s’'exprime de la maniére sui-

vante:
- 22 w2 2B gt gt
= i 1—3 2 3 — T T —
F Sopdr C2 aso( /Bt)rdr 02 6[4 1602],

mk? 1 p?
F=—7ﬂ"7§} (17)

_ 2 nd—

m=V,8 =%6

étant hypermasse de la hyperplanete.

En prenant deux hypersphéres o,, 2, des rayons p et R, remarquons que la
résultante de 'action de la hypersphére o_ sur un lément de la counche sphé-
rique @, passe par le centre de 2, et est égalle 2

— &2 deT/I 1 p?
u? T4
u étant la distance de dM du centre de w,. Pour la résultante entiére de I'attrac-
tion de la couche @2, et , nous avons l'expression suivante:
m,,— +1(1 —x) (1 — X2/
—__ 2 3
Tdr=—=k N7 hS_l o =4 zg dx,
A otant hyperdensité, h = 2a, r rayon de la couche:
42 mM 3 EMm (1 —xt) (1 —xB)
: — =L )8l 2 : :
(1=35) e e | S e
On obtient aprés quelques calculs pour Pintégrale dans la partte drolte de (18) la
wvaleur suivante:

n 65
—2a+%n,

_R
t_E.

L’action -entlére de hypersphere Q,, sur o, est exprimée par I'intégrale

R 2 Mm 27 M (o2 2

U=j Tdr— % /V21m+l/4k mM (p2 -+ R?)

- Jo ct
BRmM 65 g
+ ct 48R P

En temarquant que V'accélération du hypersoleil est—gk’.
hyperlanite —'ﬂ#

:gll:l avons (en «hangeant ¢ par 7) les équations de mouvement par rapport au

dix M-+m
W = — k2 (#)xk,
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d2y=_k2(ﬂ_r—l;;n)yk,

dt?
@z (M+m)
@ Bk
__AR4E 65 R g 5
' b=l —m A *19)

Plana, en discutant la 45-iéme proposition du [ livre de Principia, a résolu
le probléme suivant: un point matériel se meut sous V'action d’ une force dirigeé
vers un centre fixe en fonction de la distance: la trajectoire qui'il décrit est de
telle nature, que 1'un des rayons vecteurs maxima est 4 frés prés égal au rayon
vecteur minimum qui le suit. Determiner la limite de l’angle compris entre ces
deux raysons vecteurs lorsqu’ils deviennent egaux.

Plana donne la formule suivante:

V=r [Wi‘?’?(—a)}l”’, (20) 1)

A étant la valeur maximum de

Z = —

r

gf# dz=p(z).

lei
4 A 3 2 E 65 5.
¢m=—wMa+wb—mw+wnhqwmuﬂ-
’ 17 A . 1 ' 195 2 D2 ~i '
¢ (D) —2¢" Q)=—R MU+ 1+ +RY 2+ ? R 2 |,
[1—L(p2+R2)z2_§P2Rsz4
4 48
Vi=n 1 195
145 O R T R 2
Pour les valeur petites de—f?, 17? on obtent approximativement:
2 2
V=n[1—%%;ﬂ]. (21)
Ainsi le deplacement du perihélie
=2 2R (22)

Si on prend le soleil et la terre, on aura

R

P —0,000043, ~ =0.0047,
r r

1) Juillien. Problémes. de Mécauique rationnelle. Paris B 66 t [ p. 322.
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e
2 2
R _ 0.000022,
r
V=7, 13.

Si on compare la partie de I’inégalite séculare de la longitude du périhélie de
la terre 37.8 1) qui n’était pas éxpliquée par des forces perturbatrices des planétes
avec le deplacement du périhélie 8V — 713" (séculaire), on doit conclure que
notre monde tridimensional ne doit étre inséré dans un monde quadridimen-
sional euclidien gouverné par la loi newtonienne.

h W.de Sitter. On Einsteins Theory of gravitation and its astronomical consequences.
Montly- Notices, vol. 76, M 9. _
Newcomb §. Astronomical constants, p. 109. .
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